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Considerind o varialie hiperbolici a grosimii discului pe razi cit si o varialie
hiperbolicdt a rigidititii 1a incoveiere a pliicii cirenlare se- oblin ecuatiile diferen-
liale de echilibru intr-o fermi asemdnitoare. Discrelizind discurile si placile
de grosime variabili prin tronseane cu varialie hiperbolici & s-au ealeulat ien-
siunile printr-un algoritm wrie, folosind nietoda de recurentd a celor trei necu-
noscute. B i O G b . . T

1. INFRODUCERE

Calculul discurilor si plicilor circulare de grosime variabild prin
metoda de recurentii a celor trei necunoscute s-a ficut in [1], [2] prin
aproximarea discului/plicii cu tronsoane de grosime constant#. Calculul
discurilor cu grosime variind hiperbolie s-a efectuat in [3] prin metoda
celor douil ecalcule. :

Discretizind discurile gi plicile prin tronsoane e variatie hiperbo-
lici s-au obtinut ecuatii diferentiale de echilibru similare, permitindu-se
abordarea printr-o metodologie comuni, utilizind metoda de recurents
a celor trei necunoscute. -

2. ECUATIILE HFERENTIALE DE ECHILIBRU
2.1. CAZUL DISCULUI IN MISCARE DE ROTATIE
In cazul unui dise ce se Tateste cu viteza unghiularii o, avind o dis-

tibutie de temperaturii cuncscuti Pe razi (constantd pe grosimea discu-
Iui Ja 0 1azi datii) se obtine ecuatia diferentiali de echilibru ( [3], p. 87)

2 3 ; il o ¢
dﬁ+i(1+i,!ih)‘lﬁ__(1hvi’_.‘1”; < R B
gre i h o dr ) dr h dr fr? ¥ ok
do 0 dh
Sl e — = (), 1
‘“L“’(aﬂkar) 1)
C onsiderind variatia hiperbolicii a grosimii pe razi :
b= hgr9
§1 inlocuind-o in ecuatia (1) se obfine:
d2u 1 =B dg- ] v
__@__' it 2 &u = f{r, wy 0), (3)

dr? Ty r2

ST. CERC. MEC. APL.,, TOM 49, NR. 1, 1090, P. 71_84



72 P. CIZMAS 2

unde pentru o variagie liniard a deformaliei specifice datorati-gradientului
de temperaturi : H6.] :

0=196,+ &r—n) (4)
termenul liber este:

fl('r, o, e) = )\(1 4 V)(l 2 Q)——.B(l ta \P) ﬁl — Ny _1 — y2

2.2. CAZUL PLACII CIRCULARE
Fie o plasi circulari, incircatd axial simatric, cu 0 variafie oarecare

a grosimii pe razi. Scriind cid elementul de plasi este in ezhilibru sub
efectul eforturilor aplicate asupra lui, se obtine ecuatia diferentiald ([4]) :

d7d® © \.,-dBufd®; :
pI[1® | @ Yupdlupa® r T ) _ 9. 6
dr(dﬁ'+r)+dr(dr‘+v1') @ (6)

Pentru o variatie hiperbolici a rigidititii la incovoiere:
D.— Brifyid briits (M)
ecuatia diferenfiald de echilibru (6) devine:

i gt SR 1TV e
o3 i - (D —5 8
a < F = - fo(r, @)y (8)

unde fr, @) = — e i o

Lg
Dyr

2.3. SOLUTIILE ECU;xTifLon DE ECGHILIB RU
_ Din relaiile (3),:(8) s observil icliiéxuntiile de eshilibra ale discu-
lui §i plicii circulare. diferd doar prin termenii liberi f; §i fi. De acesa
golutiile ecuaiilor omogne vor fi identice : . \
wgi— ™ 1+ Bar~1% ‘ F % (10a)
(DO = A@T‘m + Bqﬁ'—”, ] (10b)

unde A,, Ag, Bu 5i Bo sint constante ce se determind: din conditiile la
limité, iar

2

= i
m = : +V1+ B 1" (11a)
it 3 —‘2* 4 V1 PR a8 | (11b)

4
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In cazul discului, {inind seama de expresia termenului liber f; din
relatia (5), se va ciuta solufia particulari w, de forma :

Uy = GF + 6% 4 cgrd. (12)
Prin identificarea termenilor in » se obtin constantele ¢,, ¢,, ¢, astfel
incit solutia particulari este: 2
o 2 e gl
M1 - v)(1 B)-r2 +% w1 v?) 3 (13)
3 —=B(2+v) E[8 — B3 + v)]

In cazul plicii circulare inciircate simetric, tinind seama de definitia
fortei de forfecare :

27rQ = F; 4 w(r2 — r3)p; ' (14

Uy = (6, — ) r +

§i de expresia termenului liber f, din relatia (9), se obtine :

 rg— F, - - r? P ] (15)
% 2D Br*-11 —v) 2Dyt |84+8(3—v) B —V)
o B( B

Relagiile (10—15) condue la urmitoarele solutii ale ecuatiilor de
echilibru :

ML+ WL —B) ,

U =1y + Up = A i3 Bo{"_” A (0 = 7\1"1)‘?' =

3 — B(2 + )
bivgl o ®ALERA). 40 o, (16a)
_ E8 — 8(3 4 v)] ”
®—o Ty S P L S TR B
o + Pp o™ + Ber SmDB(L — v)?
I S .
2D, F-BO < v B v

3. EXPRESIILE TENSIUNILOR IN DISC SI ALE MOMENTELOR INCOVOIETOARE
IN"PLACA CIRCULARA

Avind determinate funetiile u(r) si ®(r), rezultd tensiunile si momen-
‘tele incovoietoare :

— dise in rotatie, cu variatie de temperaturd pe razit ([3], p. 54).

& [’*_‘+ wS g1+ v)] : (17a)

Ty
r dr

.:l__vz

FE du u
L= e : 17b
- 1—:\4"'{‘(11"_i . 3 : -{-V)] ( :



74

‘P. CIZMAS

— placd cireularii (cu temperatura constantd )[6]: -

Gy =

do

ar o

1 — v

dd D

w,= (1.2,
dr 2%

s ®
Moz Bl — b st ade
: -(r d:i")

B2 ‘
1—\)2'(?‘ +“' d?‘),

Op 5 okt (@ +V3) )

(iSa)
(18h)
(18¢)

- (18d)

Inlocuind expresiile lui u(r) si ®(r) din relatiile (16a, b) in relatiile

(17a, b) si (18¢, d) se obtin tensiunile oy, o, in disc si placi (tabelul 1).

I Tabelul 1

3

Expresiile tensiunilor in disc si in placa cireulard

" Dise. ! Placa
Paramelrul variabil h = hyr—? : D = Dyr—2,
@0 1-8 d®
S de At ) BRI Sol Rt g
ecuatia diferentiala 2 ! - dr 2 1448
S fi(rs ‘o, 8) i ® = fy(r, Q)
kb, g <t In hy/hy
constante e e —_‘ W i
A
n:’?hx Dy = riDy

solutia ecuatiei diferentiale

= Ayr™ + Byr™" + uyp

d) = Aq,]"m -+ B@J'_ﬂ + G)p

tensiuni og

z = P
nl=—§—'+V1+v{3wLT

4 Br"Ix (o — n)] +

—I—u; = v-—l-?- R V)

g P
R eiin V1 B
) g . ; | Ez -
- Ay[rm3(1 4 ym)] + — & Ag[r™ (1 -+ vmplt
- 142
FBfr X0 = vn)] + FEga ™ A=W
S
cheytemeseH vt — 10K - %) G,
T
a b Agfrm=1(m + b Ez Aglr i + )] +
158 [1—+2

+ Bgx [ro v — )]+
Dy

+‘~D;,+v
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In cazul pliicii este mai comod ca in programul de calcul si se lucreze
cu expresiile momentelor 17, M, :

M,=D {A,,.[rm—l(m + )] + Bo[r*Yv — n)] + &, + u?—"-} . (19a)
. r

M, =D {A¢[r”“1(1 L mv)] 4 By[r-»=T (T nv)] +22 1 vcb;}. (19b)
-

4. METODA DE RECURENTA A CELOR TREI NECUNOSCUTE

Fie un disc in miscare de rotatie, solicitat de sarcini laterale, axial-
simetrice. Determinarea stiirii de tensiune se poate face prin suprapunerea
efectelor rotatiei si ale sarcinii laterale, calculind deci un disc si o placa
circulari.

Impirtind discul in » tronsoane trebuie determinate pe rind cele
2n necunoscute A.;, B, si Ag, B, folosind metodologii diferite, speci-
fice discului si plieii. ; :

Metoda de recurentdt a celor trei necunoscute permite determinarea
constantelor 4,,, B,, si Ay, By, printr-o metod:i unicii.

Tinind seama de aseminarea intre expresiile tensiunilor in disc §i
placi se obtine un algoritm unitar si eficient, concretizat intr-un: program
de calcul rapid si compact.

Pentru stabilirea relatiei de recureniii a celor trei necunoscute se
presupune ci din integrarea unei ecuatii diferentiale cu coeficienti cons-
tanti (de exemplu ecuatia (1) sau (6) se pot obtine douid functii oarecare
(o, o9 sau M,, M,) ce depind de constantele de integrare. Forma gene-
ralii a acestor ecuatii va i ([67], p. 716): .

@ =.Aa(r) - Bb(r) +er), (20a)
Y = Ad(r) -+ Be(r) + f(r), (20b)
unde cu A §i B s-au inlocuit constantele de integrare 4, (sau Ag) si By

(sau Bg).

Considerdm ci discul /placa studiati a fost diseretizat in # tronsoane
(corespunzind a n portiuni de inefireare). Deoarece in punctele de trecere
de la un interval la altul functiile pot avea discontinuititi, in punctul
i (fig. 1) functia va avea valorile {'la stinga luii si off = 9, la dreapta;
similar pentru funefia ¢ se va nota §;* si $7 = ¢,

Intre cele douil functii ¢ si ¢, la stinga si dreapta punctului i pot
scrie relatiile :

o= by iy (21a)
Pihi = ky9isas (21b)

‘:’i” = koY + k39, . (21c)
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Fig. 1. — Variatlia functiilor ¢ si 4 pentru un caz oarecare de disc in rotatie,. solicitat de forie
si_presiuni laterale.

unde constantele k;, j = 1,4 au valorile:

— pentru dise : — pentru placi :
hsl
kl = F:;—r’ kl e 5 1,
k4
n =1 | e fRY
=1 o= (EY,
(22) : (23)
ky = il — 1) kr==-v{1 — Iy},
st
kui = ;?—'1— L] ki =1,
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Seriind ecuatiile (20) pentru doui tronsoane consecutive (tronsonul
I cuprins intre punctele 1 — 1 si 4, tronsonul 1T cuprins intre punctele 2
§1 ¢ 4 1), exprimind pe ¢ in cele patru puncte (i— 108, Atledn, 4 1)"
§i inlocuind valorile lui ¢ in relatia (21c) se obiine un sistem cu
cinei ecuafii liniare si patru necunoscute (constantele 4 §i B pe tron-
soanele I si II). Conditia de compatibilitate a sistemului furnizeazi rela-

tia intre necunoscutele o,_,, o, Pi+1y care stid la baza metodei de recurenti
([6], p. 719):

£ S R i
— Pi—1 TB} g ‘Pi(kzq\‘; + K i ks) = ?f+1l\‘_r‘ ksky =

>

P R S T
= crghol. cplg T o, gk = (PR TRE 24
R Sl F s = UL

unde
M = al b} < albly; ~ N = al'blL, — ol bH,
- P = aje} — dlbl, R = ai_je} — dib}_,, (25)
S = elaly; — bl dl'y T = eflalt — plglt,

In cazul unui exemplu cu # tronsoane se pot serie numai n—2 ecuatii
de tipul (24). Pentru rezolvarea sistemului mai sint necesare doui relatii,
acestea fiind conditiile la limitd ale problemsi date. In cazul discului sau
Pplicii pot fi : deplasiri sau deformatii unghiulare cunoscute, tensiuni sau
momente date (la raza interioari si exterioari). i

Sistemul de » ecuatii in necunoscutele o, este de tip bandi, cu
litime de trei, pentru rezolvarea ciruia se poate folosi o metodi Tecursivi,

foarte rapidii. Avind determinate valorile lui ¢, se pot calcula apoi necu-
noscutele ¢, cn relagia :

G(r) = (bzi—t('g — cib}) d'(r) + (alel_, — al_ci)e'(r)
i199 - ai_bi — aldi_,

+£1(r) +

g W) —alel(r) | alyefr) — B, )

5 e BT I I £
ai_y by — Gg_bc—l

(26)

ai_, bt — al bi_,
care a fost obtinutid prin determinarea in prealabil a constantelor de inte-
grare 4 i B.
5. EXEMPLE DE CALCUL
5.1. DISC DE TURBINA
Se considerii discul din figura 2a ([7]), avind turatia n = 11500

rot/min gi variatia de temperaturi pe razi prezentati in figura 2b (tem-
peratura este consideratd constanti pa grosimea discului). ‘
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A Presiunea, la diametrul exterior, datorat’i fortei oentnfuge ce ia
nastere in- palete este de 59,8 MPa,

Tensiunile o, $i o, s-au determinat prin metoda celor doui cal—
eule, metoda elementulm fmrt si metoda celor tre1 necunoscute. In cazul

1}

TS
700 =
i
3
503
300
X
100 200" — S

Fig. 2, 2 Disc turbind: a— deometrie ; b— varialia tempera-
turii pe raza.
raza (mm) 0 50 80 110 143 177 203 217.230

~ grosimea (mm) 111 111 96 80 63 54,69 58, 48

utilizirii metodei celor doust caleule discul a fost inlocuit cu un profil in
trepte, format din opt tronsoane de grosime constanti (fig. 3a, [8]).

. Pentru caleulul discului cu metoda elementului finit s-a wutilizat
programul SAP, eonsulermdu-se plesa discretizatit in 51 elemente (fig.30).

. e n i ok n cazul metodei celor trei
: = necunoscute a fost utilizat un
program original, seris in limba-
o ] jul FORTRAN. Discul ‘a fost
1 impartit in 8 gi respectiv 16
\ tronsoane, a ciror grosime s-a

‘\ b = considerat ed variazi hiperbolic
aa ‘\ (fig. 3¢).

1\ Rezultatele sint prezentate
R R : \ : in figura 4. Se obgervi e¢i valo-

e ot

rile tensiunii radiale calculate
prin metoda celor tfrei necunos-
\\ cute si metoda celor doud calcule
sint apropiate (diferenta maxima
z

fiind de 69;).

In cazul metodei celor
028 L ittt o eh PP trel necunoscute se obtine o
i, ~—serenzarea sculul : a—metoda celor ) = e ‘o4 0/ S -
doui ealetile; b~ metoda elementului finit (51 dlf{arg?taa ma..:urpla ,de a.12 /01 intre
elemente); ¢ — metoda celor trei -necunoscute V'a‘ Or1 e tensiunilor (3_ culate Lll

(8 tronsoane). discretizarea de 8 g1 respectiv

3 ra







